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FiSica No Lo Cal I Congreso Trujillano de Gravitacion y Cosmologia

« Ejemplo en fisica con no localidad:

Electrodinamica clasica en medios dispersivos

. 1 .
S(A,R) — Z/| <R dx Fab(ib) (Made * ch>( )
> » L

o*
o*
.

Por esa razon

Mabed () = (27) =2 [m<$) paleqpdb 2¢(z) ulep?! [Cud]] proponemos esta
~, estructura...

*
.

Motivado por: €, TT( > E(k, w), m(k,w)
D(k,w) | D(k,w) = e(k,w)E(k, w) D(z) = (ex E)2)™,
H(k,w) | H(k,w) = m(k,w)B(k,w) “'H(x) = (m* B) (o

“‘
.
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« Considera el siguiente Lagrangiano:

L), t) = a(t) (G % @)y = a(t) / do G(t — 0)g(0)

R
¢Como conseguimos las EOM?

— q(t) / do G(~o)q(o + 1)

©.@)

y aplicamos Taylor  q(c +1) = Z A q(n)( t)

S 0a0 (e [

Pero, tenemos que integrar por partes infinitas veces...
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Lo escribiremos de la siguiente forma:

entonces, aplicamos el formalismo de Ostrogradski:

N n
EOMs: lim ( d) [ oL ] =0
0

Las ecuaciones diferenciales y
los momentos no estan
correctamente definidos

N — o0 - dt dq(n)

n—

N k—n—1
° d 6L
Momentos: Dn = [im E (— —) 9a 0
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« Def: La clase de todas las (posibles) trayectorias cinematicas

espacio cinematico K = C> (R, R?)
¢'(t) (i=1,...,5s)

« Def: El espacio cinematico extendido es IC, — K xR

para Lagrangianos dependientes explicitamente del tiempo

Def: Un Lagrangiano no local es un functional sobre /'

([¢'].t) e K" — L([¢'],t) € R

donde [¢'] significa dependencia funcional en toda la curva ¢'(o)

Bj: L(la) 1) = a(t) (G )y = (1) / do G(t — 0)g(0)
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« Def: Definimos el operador evolucion temporal 1 como

([¢'],0) == ([Tvg'],t)  donde  Tyq'(0) = ¢ (o +t)

dr G(t = 0)g(0) = at) | do Gi(-o)a(o+1

R

Ej: L(Tyq) = q(t) /

R

_ Tyq(0) /R daG(—a

« Obs: Es posible establecer una correspondencia univoca entre el
formalismo de Ostrogradsky de "orden infinito" y el no local a través
de las series formales de Taylor (FTS)

({q"’(r) (t)}rEN ,t) «— ([¢'],t) con q'(oc+1t) = kz %qu)(t)
=0
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Caso local: x

La curva ([1:q],t) visualmente es
Time q(0)e T;4(0)

10
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Principio de minima
accion

11
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« Def: Definimos la accion integral no local como

q(o)
............ —
p ““““““ .) '.,. .
¢Por que by
_(X) "“‘
o
t1 b +00

.
.
.
PR

‘e
‘e
.
.
.
.
.
.
Ly
ta, .
.........
---------
-------------

donde t € [t1,t2] pero, en las teorias no locales, ¢(¢) con o € R

Si no esta acotada, ¢podria ser el infinito?

12
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Podria ser. Por esa razon, introducimos

la familia de integrales de accion finita de 1 parametro

S(q. R) = / At L(Tyq.t), VReR
| <R

13
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« El principio de minima accion es

lim 0S(q, R) = lim dt | do 0q(o
R t<r__Jr___04(0) 1
[ TG
= dadqag/dti = ()
Joo o) [ ey

Vdq(o) de soporte compacto.

Se puede demostrar que, con una Lagrangiana
estandar de primer orden, podemos recuperar las
ecuaciones de Euler-Lagrange

e Siempre y cuando el limite exista, /

las ecuaciones no locale$ de Euler-Lagrange: v e R
& o) E

6 L (Tt q , t) ’ El problema de Cauchy!

Ag,t, o) =
(0,4,0) 6q(0) |
' son: w(q, 0') — O
Y(q,0) :Z/dtk(q,t,a)
R

14
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« Podemos coordenar z & ]C/ de dos formas diferentes:
(a) K' — KxR (b) K' — KxR
z —  (q,1) z —  (q,t)
donde ¢q(o) =Ti4(o) = G(o +t)
Nos referimos a

(ij : t) como coordenadas estaticas
(q, t) com coordenadas moviles
« ¢Por qué? Porque la expresion de la evolucidon temporal en
cada uno de estos sistemas de coordenadas es:
T

(@) (@t) = @t+7)  (b) (0.0) = (Trgt+7)
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Visualmente, R

(9,1t1)
£ =ty (&) ~
|
b= () rerrerrsennnnsiona, q(') __________________ P > ]C

coordenadas mov1les
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, Recuerde que: (') = Tieg(! )= g(! + t)
Visualmente, [R ! 5 :
=
(@I(' + ti + t2), 1 + tz)
O B R S ™ St
A (thq t1 + tz)
5 / : oo (&)
Coordenadas estdticas /" T tz(@I( ):0)
t : tl ------------------------.....'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'1.'.'.'.'.'.'.'.'].:) ......................................................

). 0) Te,q(!)
17
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« Por lo tanto, volviendo de nuevo a las ecuaciones no locales
de Euler-Lagrange,

1 (g,")=0 donde o %

.......................................................................................................................

----------------------------------------------------

limitadas a trayectorias

(th,t) | K! empezando en (q,O)
18
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« Por lo tanto, hay que entenderlo como:

L (&,") = | dt #(e,t,")

R

| (q’"):O - | (&, t,") = #L (T & 1)
T (M)

« En coordenadas moviles, pero épor qué? quiero que la trayectoria:

(6,t) ynoen (&,0) iL(a0)! ef(q)

L(th',t) 1= 1 > L(T!q1t+ l)

(Tig,t+ 1)
(q,t,')=0 con ! (qg,t,!)! ! (& t+")

Note que: ! (&,") =" (q,0,") 19
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- El generador infinitesimal temporal [) actuando en:

D! (&,")= !" (&,#)

D (q,t,!): | | (qul:lt+",#)

1=0

« De hecho, las ecuaciones de Euler-Lagrange no locales son
estables bajo la evolucion del tiempo:

DI (8,")=0 o D! (g,t,!)=0

20
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Def: El espacio dindmico extendido [) ' esla clase de todas las

las trayectorias dinamicas, es decir, aquellas (g, 1) que
. . | |
satisfagan las ecuaciones de Euler-Lagrange. Entonces, D* | K’

Obs: Por regla general, no existen teoremas generales de
existencia y unicidad para ecuaciones integrodiferenciales.

Por lo tanto, la coordinacion del espacio dindmico con las condiciones iniciales
dependera del caso.

Una vision alternativa de las ecuaciones de Euler-Lagrange
no locales:

Son las restricciones (de forma implicita) que definen el espacio
dinamico ampliado como un subvariedad del espacio cinematico.

21
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Teorema de Noether

22
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Teorema de Noether para Lagrangianos no locales

e Consideremos las transformaciones infinitesimales:
t'(t) = t+ 1t(t) y & (t) = g(t) + ! g(t)

El Lagrangiano no local se transformara de forma que deje
invariante la integral de accion no local, es decir,

|dt|
L' (Tee,t) = |d|||—(Ttht)

Asi que, si [to, t1] v [tg, t;] es el transformado,
t] © oty
dt' L'(Tp&,t') = dtL (T:&,?)

tg to

23
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« Como S!(Iel!,tb,t!l) = S(GI;tO,tll)

t t

1dtL!(Tter!,t)! dtL (T.&,t)=0

ty to

donde la variable dummy t' es remplazada por t

« Dadas esas transformaciones infinitesimales, la primera integral
puede aproximarse en el orden principal como

. t! . tl T

1dtL!(th!,t)= dt L'(T.&,t)+ %[L(Tter,t)!t]

tg to

Por lo tanto,

. t]_ 1
dt L'(T.&,t)! L(Ti&,t)+ %[L(th,t)!t] =0

to

24
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« Decimos que una transformacion es una simetria de Noether si

L!(th'!it) = L(th'l’t) T EW(T'(q!’t)

dt
« Estas cantidades llegan a ser hasta el orden principal: (&,1,")
q(t) = q(t)+ 1 q(t) L p— : , L
"L T 6, t
L(Td 0 L(Tign+  dl L >--q(.)
et
W (T:&,t) = W(Tig, 1) + Rd! "VY;-(FI?’D"@K!)

Por lo tanto,

(T, 0= L0+ W(Ta )+ d (@t ! )e(!)

25
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e Introduzcamos la ultima ecuacién en

: tl

dt L!(Tter!,t)! L(Tie,t) + %[L(th,t)!t] =0

: 2dt IL+ 1!q+ l!a{ﬁ E[L(q,aﬂt)!t]“
ot “q L dt : Caso local...

--------------------------------------------------------------

to R

art (e, t,!) #(! )+ %[L(Tt@ht)#t+ W(Tteht)]” =0

iPunto crucial! ¢Cémo se obtienen los términos de frontera y las EOMs?

i que:

 Sumemos y restemos: | d" (e,!,t)#g(t) = ! (&, 1)"&t)

R 26
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e Obtenemos:

. tl

to

dt 1 (a0 e+ o [L(Ta 0"+ W (T, )

| | Is there a way tgylink them?
+ d#$(@I t,#)" GI(#) L d#$(e,#, t)"ﬁ(t)ﬂ‘= 0
R H

e Tras un adecuado cambm de Varlable

d' [" (&, t, s ')#GI(t+ DYRICRIN t)J@fﬁl(t)]
« Ahora, utlhzando la siguiente identidad:

| (e, t,t+ ") #He(t+ ") ! (g, t! ", t)#(t) =

|
. 1 00
0 d$%$“ (6, t+(S! 1), t+ $") #e(t + $)

1

0 d$o°_/f[! (@, t+(S! 1"t $) da(t+ ST
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e Encontramos:
. t 1

(@ 0a) + LTt W(Ta)+ UTia0] =0

to
donde
. . 1
U(Teg, ) :=  dit d# (e, t+(" ! D), t+ ") $gt+ ")
R 0
, Utilizando la analogia con el caso local, iésta sera la
. (un poco de algebra) transformacion de Legendre para Lagrangianos no locales!
U(Tig, ) = d"' gt + 1) P(e.t, ')

Plath = OO $L(3Tsé.2€ S
: 23
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Como la eleccidon del intervalo es completamente arbitraria,

e la identidad de Noether:

(@9 a0+ 5 [L (T, 9”80+ W(Tia, 0+ U(Tea, 0] !

0

: d
+ v la cantidad conservada de Noether: Obviamente: —J(T:4, 01
I =0

=0

J(th', t) =L (Tteh t) It(t) T W(Tteh t)+ U(th'i t)

Acabamos de extender el teorema de Noether
para Lagrangianos no locales.

29
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Funcion Energia

30
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« En primer lugar, reescribamos la corriente de Noether en
coordenadas moviles = T:€

Entonces,
J(q,t) = L(q,0)!t(t)+ W(q,)+ U(q,1)
donde _
U(g.t)= al"q(t)P(q,t!)

R

con
$L(T| q,t+ ")

$a(!)

« Consideremos la transformacion de traslacion temporal

It=" , 1g=1"q

P(q.t,!) = Rd" (1)t #(")]

31
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e Def: La funcién de energia -en coordenadas moéviles- es

E(@:="!1""J(@="!L(a+ Rd" q(") P(a.")

con

P(qg,!):= Rd" TR Q) $;é(T!!)OD

donde hemos supuesto que la Lagrangiana no local no
depende explicitamente del tiempo W (qQ) =0.

Considerando un Lagrangiano de primer orden, se puede
recuperar la estructura habitual de la funcién de energia.

Lo (o, Gb) ,
(D %) 51 (o, o)

E (0, @) :=
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Formalismo Hamiltoniano

33
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e Def: El Hamiltoniano no local en el espacio de fase ampliado
| ' = 1 | R sedefine -en coordenadas moéviles- como sigue:

H(q,!, t)= d"!t (")q(")! L(a,1t)

R

que esta equipado con el siguiente Poisson bracket

" e e e g
{F,G} = Rd! q(t) "#() ! #() ")

Xug(t)=q’)

Xu (M) =0(") +

e Las ec. de Hamilton son {

#L.(q, 1)
#q(" ) 34
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donde X H es el campo vectorial hamiltoniano

Xu=l+ d g+ @ H

R #OI(" ) #(")  #3(")

 Las ecuaciones de Hamilton pueden escribirse de una forma
mas compacta utilizando la dos forma diferencial de contacto:

'Y= 1L IH" It con L= dEEQ) "g)

R (diferencial)
Es decir,

iXH!!:O

Hasta ahora, este sistema hamiltoniano no tiene nada que ver
con la formulacién Lagrangiana presentada anteriormente.
¢Como podemos relacionarlos?

35
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« Podemos conectar ambos a través de la inyeccion:

(q,)! D' (q,!l,t)! 1

Es el prefactor de la cantidad
donde conservada de Noether

(") := P(g,t,")  AP@L)

e Def: | define un mapa univoco desde D' en j(D')! I
es decir, una subvariedad definida implicitamente por las

restricciones:
L (q,t,')=0 vy ! (g!,t")=1()! P(qt")=0
e A demés, J T D — X H En consecuencia, las r}elsat;lii(ﬁ)?lril:i sf)n estables por el flujo

36
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e Para traducir el formalismo hamiltonianoen | *en D', usamos
el pullback |-

Por lo tanto, la forma de contacto ! * I 1 4(D') es | " :=j !

(g, )= (aq,)! "h(g,t)" "t
donde

degenerado!

(g, )= d"#P(q,t,") ! #g(") | et
R

y,como j' D = Xy lasecuaciones de Hamilton son

ix, ! =0 . ip!'=0

37
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I f— !
Por ultimo, el Hamiltoniano en D es h .— J H

h(g,t) = d' P(q,t,!)g(!)! L(qg,t)

R

Visualmente,

*Todavia tenemos que saber como
coordinar el espacio dinamico. 3 8
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Aplicaciones

39
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Consideremos la siguiente accion: K(1)= ¢ Il

. 1 i ! 2 2 g . n v|I 1 |

S(e, R) = " Rdt —élg(t)! - &0+ 7 &) Rd K™ et! ™)
tI1

Solucién de las EOMs: Q(' )= iBle r‘ con |Re(rj)| <1

']:*1‘1 ...... A Estable: g! 0 o max{l, 2 g" 1} <12 <g

.
o*
*
.

’ . s 1
Estas son las ecuaciones paramétricas de [)-

| 4 i

) . g @
Los momentos: P(q,!) = . B )t sign()

Los corchetes de Poisson elementales son:

La forma simplética: ' =1!Ipo! 'ap+ " o! W0  {qpo} = {100} =1

1 2 |2 2 "_ 1||2

El Hamiltoniano: h(po, 0, ' 0,"0) = p6+ = &' "o+ ="5! —#340

NI

2 2

N
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Medios dispersivos:
p Made(a:) _ (271')_2 [m(a:) f]a[cTA}d]b + 2€($> u[aﬁb][cud]}

_ 1 . .
S(A,R) — —/ dx Fab(x) (Made X ch)
z|<R

4 (z)

El tensor de energia momento de Belinfante-Rosenfeld
1 7d(™) oL dut)

(para un paquete de ondas)

I —R EaE + H aH

l-J ‘q. Ea (jll —_— EaL——- Ll (jll —_— Ea'————
...... R 1 ............... 1 d("p'z) ............... ' ......................................................................
Gl =
CrtgRe e BB
| 1 :'!ll .
S SReE"H
T 1 Ll ] NN 1 , o)
T'! CReE D +HB " - D& +HaB !
2 = - = 2 o5 T 41
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Teoria Gauge U(1) no conmutativa:

S(A, R) = dx !}r-*ab(x) Fap(X)
X' R 4 .

. S . . . . . ‘ “““
Fab = | agb! | bRa ! |[A_a,iqb}

1 2iu Fv

f,gl=f!lg" g!f, (fF 9w = e 8dudvf(x" u)gx" v)e

| R

T AL(X) = DL"(X)
Segundo teorema de Noether: |

(extension no explicada)

| Dof = 1f 1 Q[ f]

DaDpF? 1 0

42
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Conclusiones

43



Conclusiones

I Congreso Trujillano de Gravitacion y Cosmologia

Hemos visto que:

e Hemos desarrollado un nuevo forma
Lagrangianos no local

para tratar con |

« Hemos extendid
ellos.

1Smo

€S.

0 el teorema de Noet

her para

Nos da, por analogia con el caso local, la
definicion de la transformada de Legendre.

« Proponemos un formalismo hamiltoniano para
ellos. Una vez que sabemos como coordenar el
espacio dinamico ampliado, nos proporciona el

Hamiltoniano y

la forma simpléctica.

44
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Observaciones:

e Todo lo anterior lo hemos extendido a la teoria de
campos clasica.

» Aplicaciones:
e Electrodinamica no local - Medios Dispersivos.
 Osciladores armoénicos no locales.
 Cuerdas p-adicas.
 Teorias gauge U(1) no conmutativa.

Y éla gravedad?
45
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¢Se podria aplicar este formalismo
a Gravedad no local?

IDG: L ! f(x)e " f(x)
o )
e! rl — . . ' — I | M . ’,‘
o TR P dyi K (X y)f(Y)
R4

GNL: L ! f(x)lif (X)

* Las derivadas totales no locales, ¢dejan invariantes las EOMs?
46



Gracias!
¢Alguna pregunta?

Prof. Josep Llosa C. Heredia Pimienta Ph.D.

[x]%

www.carlosherediapimienta.com
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